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Berechnung der Gitterenergie der Alkalihydrogenfluoride KHF,, RbHF, und CsHF,

A. NEckEL, P. KuzMANY und G. VINEK

Institut fiir Physikalische Chemie der Universitit Wien

(Z. Naturforsch. 26 a, 569—574 [1971] ; eingegangen am 5. Dezember 1970)

In the paper of NEckiL, KuzMANY, and VINEK ® a procedure was proposed for the calculation
of the electrostatic interaction energy of a crystal lattice provided the multipole moments of the
particles are known. In the present paper a method for calculating multipole moments using
LCAO-MO-wave functions is discussed. The multipole moments for the [FHF] -ion and the
Madelung energy of KHF,, RbHF, and CsHF, are evaluated. The results are compared with
calculations obtained by using a point charge model. For KHF,, RbHF, and CsHF, the total

lattice energies are evaluated.

Einleitung

Die Gitterenergie U, eines lonenkristalls kann
nach BORN und MAYER ! durch die Berechnung der
einzelnen Energiebeitrige gemal

Uy=Uy+Up—Ur—Uy (1)

(Uy: Madelung-Energie?, Up: van der Waals-
Energie, Ug: AbstoBungsenergie, U;: Nullpunkts-
energie) ermittelt werden, wobei die Madelung-
Energie Uy den weitaus grofiten Beitrag zu U,
liefert.

Um die nichtsphérisch-symmetrische Ladungsver-
teilung des [FHF] -Ions bei der Berechnung der
Gitterenergie der Alkalihydrogenfluoride KHF,,
RbHF, und CsHF, zu beriicksichtigen, hat WAD-
DINGTON ? die Ladungsverteilung des [FHF] -Ions
durch die Uberlagerung einer Punktladung mit
einem Quadrupol dargestellt. Dieser Autor nahm
eine Abschitzung der Ion-Quadrupol-Energie fiir das
Gitter vor und berechnete die Quadrupol-Quadru-
pol-Energie durch Summation der Beitrage nichster
und tibernédchster Nachbarn.

Ersetzt man die reale Ladungsverteilung eines
Gitterbausteines durch ein System von Punktladun-
gen, so kann man, wie NECKEL und VINEK ¢ zeigen
konnten, die elektrostatische Wechselwirkungsener-
gie durch eine Multipolentwicklung darstellen und
eine exakte Summation iiber das Gitter durchfiih-
ren. Zu Vergleichszwecken werden auch in der vor-
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2 In der vorliegenden Arbeit wird die gesamte elektrostati-
sche Wechselwirkungsenergie als Madelung-Energie be-
zeichnet.

liegenden Arbeit die nach diesem Verfahren fiir
KHF,, RbHF, und CsHF, erhaltenen Ergebnisse
mitgeteilt.

NEeckeL, KuzMANY und VINEK® haben eine
Methode entwickelt, in der, vom Punktladungsmodell
abgehend, die reale Ladungsverteilung zylinder-
symmetrischer Gitterbausteine bei der Berechnung
der Madelung-Energie beriicksichtigt wird. Da auch
dieses Verfahren, das zur Berechnung der Madelung-
Energie von KHF,, RbHF, und CsHF, herangezo-
gen werden soll, eine Multipolentwicklung darstellt,
ist zunéchst eine Berechnung der Multipolmomente
fiir das Hydrogenfluorid-Ion erforderlich.

Berechnung der Multipolmomente fiir das
Hydrogenfluorid-Ion

Das Multipolmoment n-ter Ordnung, Q®, setzt
sich aus einem Elektronenbeitrag QfY und einem
™ zusammen

Kernbeitrag Q%
0 - + R,
Das Multipolmoment Q% der Elektronenverteilung
ist nach Gl. (I, A 3)¢ definiert durch
N
OP =—[...[ D { > ri" P, (zifri) } D dry...dry,
i=1
(3)
wobei @ die Wellenfunktion des N-Elektronen-

systems ist; @;, ¥;, z; bzw. r;, ¥;, ¢; sind die Koor-

(2)
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dinaten des i-ten Elektrons und P, (z;/r;) die Le-
gendre-Polynome. Als Ursprung des Koordinaten-
systems wird der Schwerpunkt des Ions, d.h. fiir
[FHF]~ der H-Kern gewéahlt. Das [FHF] -Ion ist
linear, besitzt eine zylindersymmetrische Ladungs-
verteilung und ein Symmetriezentrum. Wegen des
Vorliegens eines Symmetriezentrums verschwinden
alle Multipolmomente ungerader Ordnung und es
treten nur die Momente der 22"-Pole (Ladung,
Quadrupol, Hexadecapol usw.) auf.

Der Beitrag der Kerne, Q¥ , ist gegeben durch

0 =2 gr+qu, (4 a)
QY =2gpd* (n>0), (4b)

wobei gr die Kernladung von Fluor (gr=9), gu die
Kernladung von Wasserstoff (gg=1) und 2d der
Abstand der beiden Fluor-Atome (2 d =4,252 aE =
2,2416 &) ist.

Fiir die Berechnung der Multipolmomente Q% des
[FHF] -Ions wird der Funktionensatz IV von CLE-
MENTI und McCLEAN? benutzt. Diese Wellenfunk-
tionen sind fiir das freie [FHF] -Ion berechnet. Die
Wellenfunktionen fiir das Ion im Kristall werden
wegen der Polarisationseffekte verschieden sein von
den Wellenfunktionen fiir das freie (gasformige)

Ion. Dieser Einflufl wird in der vorliegenden Arbeit
nicht berticksichtigt.

CLEMENTI und McCLEAN7 berechneten Wellen-
funktionen fiir das [FHF] -Ion nach der SCF-
LCAO-MO-Methode. Im Grundzustand besitzt das
[FHF] -Ion die Elektronenkonfiguration

(1og)2 (1oy)? (204)2 (20,)2 (30g) 2 (1) 4
(304)2 (1) 4: 13,%

Die Molekiilorbitale ¥ werden als eine Linearkom-
bination von Symmetrieorbitalen dargestellt, die
selbst wiederum durch eine Linearkombination von
Atomorbitalen v, 1, (r,?, ) vom Slater-Typ (STO)

gegeben sind
Yo lm (T 9, @)
=N,,,l,mr”“1 "57'Pl|m5(c050) Qp ((p),
@Onr[@U4]) (=|m]) L]

Vrim=t@mial “2arimpr ] &
Dy(p) = (27) 7 &7

Im Falle orthonormaler Molekiilorbitale ¥ kann
das Multipolmoment Q¥ als Erwartungswert einer

7 E. CLeMENTI u. A. D. McLeaN, J. Chem. Phys. 36, 745
[1962].
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Summe von Einelektronen- Operatoren [vgl. GL.(3)]
als Summe der Beitrage QE s der einzelnen (besetz-
ten) Molekiilorbitale dargestellt werden:

o = z ps Q%% (6)

ps: Besetzungszahl des Molekiilorbitals S.
Die Beitriige Qf% sind gegeben durch

Q(]':ln,)S:‘“fTS{r P,l(z/r)}Y’Sdt. (7)

Da %5 durch eine Linearkombination von STOs
gegeben ist

Ps= 2 ciwi, (8)

kannQ{% in folgender Form dargestellt werden

o = — 22 ¢ i [w*{r" Py(cos 9) } y;dv.
ij

Die Losung der in Gl. (9) auftretenden Ein- bzw.
Zweizentrenintegrale wird im Anhang beschrieben.

Fiir die Gesamtmomente Q) erhilt man mit
Hilfe der Wellenfunktionen von CLEMENTI und
McLEAN die in Tab. 1 angegebenen Werte. In die-
ser Tabelle sind auch die Multipolmomente ange-
geben, die man auf Grund eines Punktladungs-
modelles erhilt, in dem an den Fluoratomen die
Ladungen er und am H-Atom die Ladung
— (1 +2ep) lokalisiert wird. Fiir ep erhalt man
nach HaAMANO 8 — 0,781 Elementarladungen.

Tab. 1. Multipolmomente Q) fiir das [FHF] -Ion
in atomaren Einheiten.

Moment berechnet nach
(n) Wellenfunktionen von  Punktladungsmodell
CLEMENTI und McLEAN? mit ep = — 0,781 aE

0. — 1,00000 — 1,00000
2. — 6,27620 — 7,06005
4. — 23,4488 — 31,9106
6. — 90,0955 — 144,232
8. — 331,821 — 651,910

Berechnung der Madelung-Energie

Die elektrostatische Wechselwirkungsenergie E
pro Elementarzelle eines Kristalls kugel- oder
zylindersymmetrischer ~ Gitterbausteine ist durch
Gl. (I, 27) gegeben. Bei Kenntnis von E erhilt man
die Madelung-Konstante M, nach
E 1
P e’

M, - - (10)

8 H. HamaNo, Bull. Chem. Soc. Japan 30, 741 [1957].
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p: Anzahl der Molekiile (Formelgewichte) pro Ele-
mentarzelle, ry: ein charakteristischer Abstand, auf
den die Madelung-Konstante bezogen ist, ey: Ele-
mentarladung.

Mift man bei der Berechnung von E nach (I, 27)
alle auftretenden Ladungen in e, alle Langen in
Einheiten von r, und alle Multipolmomente in Ein-
heiten von ry"e,, so ergibt sich die (dimensions-
lose) Madelung-Konstante zu

M, = —E/p.
Daraus erhalt man die Madelung-Energie pro Mol
Uy =My, (eg*/ro) Ny.. (12)

(11)

Madelung-Energie der Alkalihydrogenfluoride
Die Verbindungen KHF,, RbHF, und CsHF, be-

sitzen tetragonal raumzentrierte Elementarzellen der
Raumgruppe Dis mit den in Tab. 2 angegebenen
Abmessungen.

Tab. 2. Gitterparameter der Alkalihydrogenfluoride.

Verbindung a (A) ¢ (A) Literatur
KHF2 5,67 6,81 9,10,11,12
RbHF; 5,90 7,26 10
CsHF 6,14 7,84 10

Obwohl der F-F-Abstand in der Literatur 9712 mit
2d=2,26 A angegeben wird, wurde fiir die vorlie-
genden Berechnungen der Wert 2 d =2,2416 A ver-
wendet, da auch die Wellenfunktionen von CLE-
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MENTI und McCLEAN7 fiir diesen Abstand berechnet
worden sind.

Nach Gl. (I,27) und unter Verwendung der
Multipolmomente aus Tab. 1 ergibt sich die Made-
lung-Konstante als Summe von Beitrdgen der ein-
zelnen Ableitungen. Diese Beitrdge und die Ergeb-
nisse sind in Tab. 3 zusammengefaflit. In dieser
Tabelle sind auch die nach dem Punktladungs-
modell 4 berechneten Werte angefiihrt.

Die von NECKEL und VINEK?* vorgeschlagene
Multipolentwicklung der elektrostatischen Wechsel-
wirkungsenergie erlaubt die nach dem Punktla-
dungsmodell berechnete Madelung-Konstante in eine
Potenzreihe von (d/a) zu entwickeln

M,=A4, +{A4s(d/a)2 +A,(d[a)*+ ...} er

+{By(d/a)2+ B,(dJa)*+ ...} et. (13)
Die Werte der Parameter 4; und B;, die vom c/a-
Verhiltnis abhédngen, sind in Tab. 4 wiedergegeben.
(Um einen Vergleich mit den aus den Wellenfunk-
tionen erhaltenen Werten zu ermdéglichen, wurden
die Koeffizienten derart berechnet, dafl die Wechsel-
wirkungen héchstens Momenten von 8. Ordnung
entsprechen.) Gl. (13) erlaubt die Berechnung von
M, fir verschiedene F-H-Abstinde d und fiir ver-
schiedene Partialladungen er am F-Atom. A4, ist die
Madelung-Konstante fiir punktformige Hydrogen-
fluoridionen.

Wie sich zeigt, ist bei Vorliegen eines geeigneten
Punktladungsmodells die Ubereinstimmung zwi-
schen den Madelung-Energien, die auf Grund des
Punktladungsmodells berechnet wurden, und den

Tab. 3. Beitrdge der Ableitungen zu den Madelung-Konstanten.

Ab- KHF; RbHF: CsHF2
leitung Wellen- Punkt- Wellen- Punkt- Wellen- Punkt-
funktionen ladungen funktionen ladungen funktionen ladungen
0 2,96838 2,96838 2,96358 2,96358 2,95041 2,95041
2 1,77784 - 101 1,99987 - 10-1 1,36837-10-1  1,53776-10~1  8,95495 - 102 1,00740 - 10-1
4 —5,17960 - 10-2 —7,74204 - 102 —3,54805-10-2 —5,47731-10-2 —2,02993 - 10-2 —3,34202 - 102
6 2,14458 - 102 3,31028 - 102 1,54754-10-2  2,38786-10-2  1,06944 - 102 1,65241 - 10-2
8 —2,28209 - 103 —4,31406 - 103 —1,49165-10-3 —2,83709 103 —9,41245-10-4 —1,80180-10-3
10. 1,54515 - 104 3,41507 - 104 7,44790-10-5  1,65057-10~¢  2,90813-10-5 6,51410 - 10-5
12. —6,08548 - 10-5 —1,33450- 104 —2,07891-10-5 —6,71514-10-5 —9,01471-10-¢ —3,14538-10-5
14 9,91024 - 10-6 3,11688 - 105 4,93498 -10-6  1,55274-10-5  2,36757 - 106 7,44996 - 106
16 —9,09175 - 10-6 —3,50922-10-5  —4,76580 106 —1,84035-10-5> —2,49446-10-6 —9,63345-10-6
M, 3,11363 3,11994 3,07898 3,08521 3,02945 3,03248
[kcal/
Um 182,244 182,613 173,190 173,541 163,743 163,907 Mol]

9 R. M. BozorTH, J. Amer. Chem. Soc. 45, 2128 [1923].
10 R. KruH, K. Fuwa u. T. E. McEVER, J. Amer. Chem. Soc.
78,4256 [1956].

11 1., HELmHOLZ u. M. T. RoGers, J. Amer. Chem. Soc. 61,
2590 [1939].

12§, W. PETERSON u. H. A. LEvy, J. Chem. Phys. 20, 704
[1952].
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Tab. 4. Koeffizienten fiir das Punktladungsmodell.

KHF: RbHF> CsHF»

Ao 2,96838 - 100 2,96358 - 100 2,95041 - 100
Az —6,55370 - 100  —5,45612-100 —3,87108 - 100
Ay 1,42037 - 102 1,35892 - 102 1,27053 - 102
Asg —1,34023-102 —1,27297-102 —1,18272-102
Asg —2,26044 - 102 —2,03514 - 102 —1,64679 - 102
Bs 0,0 0,0 0,0

By 9,87228 - 101 1,05043 - 102 1,13333 - 102
Bg 7,38248 - 102 6,70016 - 102 5,80808 - 102
Bg —3,32421-103  —3,00320- 103 —2,60706 - 103
Bio 6,14863 - 103 4,42154 - 103 2,59987 - 103
Bi2 —6,14944-104 —4,98472-104 —3,76748-10%
Bia 3,67594 - 105 3,19398 - 105 2,67799 - 105
Big  —1,05924-107 —1,04902-107 —1,03924 -107

Werten, die aus den Multipolmomenten erhalten
wurden, recht gut. Die Verbesserung, die durch
Beriicksichtigung der nichtspharisch-symmetrischen
Ladungsverteilung des Hydrogenfluoridions erzielt
wurde, betrigt etwa 5— 8kcal/Mol. Es zeigte sich,
dafl im allgemeinen der Beitrag der Multipol-
momente héherer Ordnung sehr rasch abnimmt, so
dal} eine Beriicksichtigung von Multipolmomenten
héchstens 8. Ordnung ausreicht.

Die beschriebene Methode kann fiir alle linearen,
symmetrischen Molekiile und Molekiilionen verwen-
det werden. Fiir nichtzentrosymmetrische lineare
Molekiile treten auch Multipolmomente ungerader
Ordnung auf. In diesem Fall ist zu priifen, ob die
Elementarzelle kein resultierendes Dipolmoment
besitzt, da sonst die Ewaldsche Summationsmethode
nicht vorbehaltlos anwendbar ist.

Berechnung der Gitterenergie

Die Dispersionsenergie Up ist nach MAYER 13
durch Gl. (14) gegeben:

Up={Ss*~c.-+ [Ss+*c+++56"c_—]}ﬂ.

aﬂ
(14)
Die Gittersummen Sg wurden fiir die entsprechenden
Gitterparameter durch direkte Summation berechnet.
Fir die Wechselwirkungskonstanten ¢ wurden die
von MAYER® angegebenen Werte fiir die Alkali-
fluoride verwendet.
Fir die AbstoBungsenergie Ur und die Null-
punktsenergie Uz wurden die von WADDINGTON 2
fiir die Alkalihydrogenfluoride berechneten Werte

verwendet.

13 J, MAYER, J. Chem. Phys. 1, 270 [1933].
14 D. Cusiccorrr, J. Chem. Phys. 31, 1646 [1959].
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Die somit nach Gl. (1) ermittelten Gitterenergien
sind in Tab. 5 zusammengefaf3t.

Tab. 5. Gitterenergien der Alkalihydrogenfluoride
(alle Werte in kcal/Mol).

KHF, RbHF, CsHF,

Um 182,2 173,2 163,7

Up 8,0 9,5 12,1

— Uy —33,0 —29,6 —24.7

— Uy, —1,0 —0,8 —0,7

Jo 156,2 162,3 150,4
Korrektur auf

298°K 0,9 0,9 0,9

Usgs 157,1 153,2 151,3

Die Kenntnis der Gitterenergien erlaubt die Be-
rechnung der Enthalpie der Reaktionen

HF, (g) =HF (g) +F(g), 4H,,
HF, (g) =2F (g) +H*(g), 4H,,

bei 298 °K.
Wie WADDINGTON 2 gezeigt hat, ist AH; gegeben
durch

(15)
(16)

AH; = Uyy — Uygr, — 4Hy . (17)

Uyr und Uygr, sind hierbei die Gitterenergien der
Alkalifluoride bzw. Alkalihydrogenfluoride bei
298 °K, und 4H, ist die Enthalpie der Reaktion

MF (s) + HF (g) = MHF,(s), 4H,. (18)

Die Enthalpie 4H, kann berechnet werden nach
AH,=AH, + AH, , (19)
HF (g) =H*(g) +F (g), 4H, bei 298 °K.

Die aus den Bildungsenthalpien berechneten Werte
fir 4Hy; und AH; wurden der Arbeit WADDING-
TONs ? entnommen, die Gitterenergien der Alkali-
fluoride der Arbeit von CuBiccoTTI!¥ 15, Die be-
rechneten Werte fir 4H; und 4H, sind in Tab. 6
wiedergegeben.

mit

Tab. 6. Reaktions- und Bildungsenthalpien
(alle Werte in kcal/Mol).

KHF» RbHF> CsHF»
Umnr, 157,1 153,2 151,3
Uwmr 195,2 186,6 179,3
AH3 —21,8 —21,3 —25,0
AHy 367,3 367,3 367,3
AHy 59,9 54,7 53,0
AH» 4272 4220 420,3

15 D. CusiccoTrtt, J. Chem. Phys. 31,1579 [1959].
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Anhang

In Ubereinstimmung mit CLEMENTI und Mc-
LEAN7 wird im [FHF] -Ion die in Abb. 1 wieder-
gegebene Geometrie angenommen.

Bei der Berechnung der Multipolmomente Qs
nach Gl. (9) treten Einelektronen-Ein- und -Zwei-
zentrenintegrale auf von der Form

I'(t;c) (a13a2) = f’!)Ui* (ra sﬁal ’ (pal) rkPk(cosﬁ)

“Wi(Tays Pa,r Pa,) dv. (A1)

Hierbei sollen a; und a, jeweils das Zentrum (eines
der 3 Atome F, H, F') bezeichnen, an dem sich die
STO-Atomorbitale v;, v; befinden. r,,, ¥, @,
stellen die Koordinaten in dem lokalen Koordinaten-
system mit dem Zentrum a; als Ursprung dar. Die
Koordinaten r, ¥ beziehen sich in jedem Fall auf
das System mit dem Ursprung im H-Atom.

R/2
Abb. 1. Geometrie des [FHF] -Ions.

Die Atomorbitale haben die Form [vgl. Gl. (5)]:

1/"1(’(19 0a9 (pa) = Nﬂ;,l(,m; ’.m-l CXP{ - Ci ra}
PiM (cosDg) Dy (9a) (A 2)
mit
_ (@& t";[ @ Li+1) (li—|mi) !]*h
Mo tome = [ @ iy 177 2(li+|mi)! (43)

18 A. KurPERMANN, M. KARPLUS u. L. M. IsaacsoN, Z. Natur-

forsch. 14 a, 311 [1959].
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Qm« (gpa) = (2 CT) il eXP{i m; (pu} s (A 4‘)

wobei n;, l;, m; die Quantenzahlen und {; die fiir
die Atome optimierten Slater-Exponenten sind.

Die P™!(cos 9,) bzw. Pj(cos 9) sind nicht nor-
malisierte Legendre-Polynome. Diese lassen sich
entwickeln 16

und

Pl (cos 9) = 5r (1] m[) 1 (1 — cos? 9 Inl2
1/2 (= |m]) »
21-2p p) (Cos,g,)l—lml-‘zp,

2, G0 ()
(A5)

Zur Berechnung der Integrale Ig‘) (ay, @) entwickelt
man nun alle auftretenden Polynome nach Gl. (A 5),
fiihrt sodann elliptische Koordinaten mit den Zentren
in a; und a, ein und entwickelt alle auftretenden

Potenzen nach dem binomischen Lehrsatz. Unter
Beriicksichtigung der Beziehung

f Do, (#) P, (9) dp=0mm,  (A6)
und mittels der Hilfsintegrale
Ay (c) =17 pume tdu, B,.(c) = f e dy,
ergibt sich so:

k 2
Ii’]’) (al s (12) = Cii Nn‘,l;,m‘ N"Jalh m; ghi+mrked
Sll'?(h -m|) <12(-|ml) <K2 |m| |m]|

g=0 f=0 v=0 w=0

—2Il;n—lz—g p> ( j) (ljfll]m_!z—q2 4)
(

k 2f)<|ml

/—\A"M

T
(=) o5 (er) Byiy(co)

(it |mD ! Gi+m])!

Cii= L' 1) 2li+ly+k ?

mit
x=p+q+f+vtw,
o=n;+nj+k—-2v—r—s—t—u,
o=Li+l;—-2|m|+k-2p

—-2q-2f+2w+r+s —t—u,

er=a(li+8y),  |m|=|my|=|m,].

Die GroBen a, rmax, Smaxs lmaxs Umax s Jmax » Raax »

%', o', o, c; hiingen, wie in Tab. 7 angegeben, noch

jeweils von den Zentren a, , a, ab.
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Tab. 7. Koeffizienten fiir die Integrale I{}.

Zentren F, F’ F, H - HY F,F F, ¥
a RJ2 | R/4

Tmax n—1li42p nm+n—li—h+2p+29—1

Smax n;~lrjr:2q7”" - ny — 1 —i-g-:?Ti | - 2f+1w7

;ax B 7 ' 7l;-ﬁ~m—2p ] li+lj—2m—2p—2q 7

u;lax §¥l,7m—2q lji—m—2p+k—2f : k—2f -
e | f B e

" stuth | stu pbii stu | rt
T % :
S 7 29— 2k ‘ 0 -
= -2 et | aG-% | G+ | —eCi+d)




